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1 Uvod

V teérii grafov [3] pod dplnym pdrenim v grafe G = (V,H) rozumieme takd podmnoZinu P
mnoZiny hran H, Ze kazdy vrchol z mnoZiny vrcholov V inciduje prave s jednou hranou
z P. Budeme sa zaoberat’ problémom najlacnejSieho uplného parenia v grafe (MWPM —
Minimum Weight Perfect Matching), ktory moZno formulovat’ takto:

V danom hranovo ohodnotenom grafe G = (V,H ), kde kazdd hrana h € H md cenu cj,
(redlne Cislo) treba ndjst’viplné pdrenie P s minimdlnou sumdrnou cenou ¢(P) =Y jcp .

Okrem uloh MWPM s bipartitnymi grafmi (napr. modelujtcich priradenie pracovni-
kov k strojom), ktoré mozno l'ahko formulovat’ ako dlohy LP (linedrneho programovania)
o najlacnejSom pripustnom toku v sieti, nie je ndm vo v§eobecnych grafoch znama takéato
transformécia. Medzi zdkladné vysledky kombinatorickej optimalizicie patri Edmondsovo
rieSenie problému MWPM casovo polynomidlnym kvetovym algoritmom, ktory je mimo-
riadne ndro¢ny na implementaciu [1]. S potrebou rieSit’ takéto dlohy sme sa stretli v dopravne;j
logistike [4] pri heuristickom rieSeni problémov tvorby rozvrhov vozidiel a osddok alebo
kapacitnych okruZnych dopravnych uloh, ale aj pri tvorbe Studijnych skupin v univerzitnom
rozvrhu.

V tomto prispevku sa chceme podelit’ nielen o alternativne rieSenie problém MWPM
strednych rozmerov pomocou OSS kniZnic pre zmieSané celo¢iselné linedrne programova-
nie (MILP Mixed Integer Linear Programming) — konkrétne néstrojov GLPK [2] s moZnos-
tou vyuzitia pohodlného modelovacieho jazyka GMPL (GNU Mathematical Programming
Language), ale aj o cestu, ktord nds priviedla k ivahdm nad celociselnym jadrom MILP.
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2 Edmondsov linearny model

Edmondsov algoritmus z roku 1965 je zalozeny na LP formulacii tlohy MWPM. Nech
G = (V,H,c) je hranovo ohodnoteny graf s parnym poctom vrcholov a nech € oznacuje
mnozinu v§etkych aspoii trojprvkovych podmnozin mnoZiny vrcholov V' s neparnym poctom
prvkov. Pre vietky podmoziny S C V budeme znacit 6 (S) mnozinu hran, ktoré maju prave
jeden vrchol v S. Pre vektor (x; : h € H) a mnozinu E C H nech x(E) = Y cg x,. Teraz uz
mdZeme formulovat Edmonsovu primdrnu dlohu linedrneho programovania [1] (ELP):

Y cpxp — min, (1)
heH

x(6({v})=1 Wev, (2)
x(8(8)) =1 VSe¥, 3)
x, 2 0 Vh e H. (@)

Cielové funkcia (1)) minimalizuje cenu parenia. Inciden¢nd podmienka (2)) zabezpecCuje
aby kazdy vrchol incidoval s prave jednou hranou grafu. Podmienka (3)) zarucuje bivalentnost’
premennych x;, od ktorych sa poZaduje len obligdtornd podmienka nezdpornosti ().

Vyznamnym tdspechom Edmondsovej formulécie je, Ze sa autorovi podarilo ostrdnit’
nutnost’ poziadavky bivalentnosti premennych x;,. Jej slabym miestom je, Ze pocetnost mno-
Ziny ¢ rastie exponencidlne s po¢etnostou mnoziny vrcholov V. Tento nedostatok je ale
vyrieSeny pomocou dudlnej tlohy k tlohe ELP a podmienok komplementarity tychto dudlne
zdruZenych tloh. Od publikovania Edmondsovho algoritmu, ktory m4 zloZitost O(|V |2 - |H|)
uvadza Cook a kol. [1] do roku 1999 az 19 r6znych pocitaCovych implementaci; ktoré sa liSia
pouZzitymi ddtovymi Struktirami a zloZitostou algoritmov. V citovanej praci boli dspeSne vy-
rieSené inStancie az s 5 000 000 vrcholmi pricom 100 000 - vrcholové geometrické inStancie
boli vyrieSené do troch mintt na pocitaci 200 MHz Pentium—Pro.

Nas ciel je ovela skromnej$i, ¢o do rozmeru rieSenych inStancii dloh i doby vypoctu.
Zacneme s formuldciou tlohy, ktord je vhodna pre rieSice MILP.

3 MILP formulacie problému

NajjednoduchSou bivalentnou formuldciou ilohy MWPM, ktor4d ma zhodny pocet premen-
nych aj ich interpretaciu ako v dlohe ELP, je nasledujica tiloha (BLP):

Z cpXp, — min, (5)
heH
x(6({v})) =1 WveV, (6)

x, €{0,1} VheH. (7)
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V tejto tilohe sme len nahradili podmienky (3] a () dlohy ELP podmienkou (7). Vyhodou
tejto formulécie je len jej jednoduchost. Jej nevyhoda, neprijatelne dlhd doba vypoctu, sa
prejavi uz pri rieSeni dloh strednych rozmerov |V| = 60.

Pozorovali sme, Ze jednou z pri¢in dlhého vypoctu je velky pocet celoCiselnych pre-
mennych, ktory spdsobuje vetvenie hlboko v strome rieSeni aj v pripade, ked’ je optimélne
rieSenie ndjdené, ale eSte nie je overené. Preto je potrebné néjst’ taki MILP formuldciu dlohy,
v ktorej bude ¢o najmene;j celociselnych premennych.

Prvy model, ktory spiiial nase poziadavky, vychddzal z formulacie klasického prirado-
vacieho problému v dplnom bipartitnom grafe K, s pdrnym poctom n vrcholov v oboch
Castiach S = {1,2,...,n} a T = {1,2,...,n} grafu, ktorého dvojice (i, j) st ohodnotené
symetrickou maticou C = (c;;) pre (i, j) € S x T, kde ¢;; = oo. Nech (x;;) je hladana biva-
lentnd matica neznamych, ktora priradi hrane (i, j) hodnotu 1 ak je {i, j} hranou hladaného
parenia P v grafe G. Dostdvame tak nasledujicu tlohu zmieSaného celoc¢iselného linedrneho
programovania (AMLP):

Z Z cijXjj — min, 3)

€S jeT

Y xij =1 Vies, 9)
jes

Y xij =1 VjeT, (10)
ieT

xij =0 Y(i,j) €S xT, (11)
Xij — Xji =0 V(i,j)ESXT:i<j, (12)
yi— Y, jxj=0 Vi eS—{n}, (13)

JET:j>i
y;i =0, celé Vi € S—{n}. (14)

Klasicky priradovaci problém je tu formulovany LP dlohou (8)—(11). Symetriza¢na pod-
mienka zabezpe(i, Ze hrana pdrenia {i, j} je reprezentovand dvojicou (i, j), (j,i) € Sx T,
pre ktoré je x;; = x;;. DOkaz, Ze jednotkové hodnoty pdriacich premenych x;; = x;; = 1 vy-
nucuji podmienky a bude podrobne vyloZeny v pripravovanom ¢ldanku Pesko [5].
Do tych ¢ias sa uspokojime s experimentadlnym overenim tohoto poznatku.

Model AMLP sme formulovali v dplnom bipartitnom grafe K,,, aby sa ukéazalo, ¢i
pocitacové experimenty na ndhodnych inStancidch dplného grafu G nendjdu necelociselné
optimélne rieSenie. Uk4zalo sa, Ze celoCiselné premenné y tvoria celociselné jadro [5] modelu
AMLP, t. j. z celolocCiselnosti premennych jadra vyplyva celoc¢iselnost’ vSetkych bdzickych
rieSeni uvaZovanej tilohy MILP.

Pocitacové experimenty ukdzali podstatné zrychlenie vypoctu v modeli AMLP oproti
modelu BLP. Naviac pre redlnu inStanciu so 100 vrcholmi, na ktore;j rieSi¢ glpsolve modelu
BLP nedopocital rieSenie ani po cca 16 hodindch vypoctu, bolo nijdené rieSenie v modeli
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AMLP po cca 50 minttach. To nds priviedlo k findlnej modifikacii modelu BLP, v ktorom sa
naviac pozaduje celoéiselnost’ len dodato¢ného vektoru n — 1 premenych (y; : i € V —{n})
¢o vedie k ulohe (YLP):

Yl — min, (15)
{i,j}eH
Y xup =1 VieV, (16)
{i.i}e8({i})
X{ij} >0 V{l,]} €H. (17
Z Jxpp—yi=0, VieV—{n}, (18)
{i.j}e8({i}):j>i
y; =0, celé Vi eV —{n} (19)

Relaxdcia modelu BLP je tu formulovand v tvare LP dlohy (I5)—(I7). Podmienky ce-
lo¢iselného jadra (I8) a (I9) sd len prepisom podmienok (I3) a (I4) v re¢i hran grafu
G = (V,H,¢). Podarilo sa ndm tak nahradit exponencidlny po¢et obmedzeni v Edmondsovej
podmienke (3) alternativnymi podmienkami celo¢iselného jadra.

Pre implementdciu modelov BLP a YLP sa ukazuje vyhodnym reprezentovat’ hrany
{i,j} € H takymi usporiadanymi dvojicami (i, ), pre ktoré plati i < j. Potom mdZzeme
hrany okolia vrcholu k£ € V definovat’ vztahom

S(k)={(i,j) €eH:i=korj=k}.

4 RieSic glpsolve nastroja GLPK

Riesi¢ glpsolve néstroja GLPK pre dlohy LP resp. MILP mdzZe pouZivat viacero modelova-
cich jazykov. My sme zvolili modelovaci jazyk GNU MathProg, ktorého syntax je intuitivna,
ako vidiet’ z nasledujiceho textového stiboru YLP.mod. Sibor obsahuje modelové Specifi-
kacie optimalizacnej tlohy YLP a datové Specifikacie konkrétnej inStancie ulohy.

Modelova Specifikacia definuje potrebné parametre a samotny model pomocou prikazov
jazyka, pricom obmedzeniu zodpovedd prikaz s.t. match a obmedzeniu (18)) prikaz
s.t. kernel. Datova Specifikdcia obsahuje prikaz na urcenie poctu vrcholov a zoznamu oce-
nenych hran uvazovanej inStancie — v naSom pripade ilustracného grafu so 6-timi vrcholmi.
Poznamenajme, Ze ak by sme z modelu odstrdnili premenné y a podmienku s.t. kernel
dostaneme relaxovand tlohu BLP, ktorej rieSenie je neceloCiselné.

/* MWPM Minimum Weight Perfect Matching */
# glpsol --math YLP.mod
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param n, integer, >= 2;
set V := {1..n};

set H, within V cross V;
param c{(i,j) in H};

var x{(i,j) in H}, >=0;

var y{i in V: i<n}, >=0, integer;

s.t. match{k in V}: sum{(i,j) in H: i=k or j=k} x[i,j]l = 1;
s.t. kernel{i in V: i<n}: sum{(i,j) in H} j*x[i,j] - y[i]l = O;
minimize obj: sum{(i,j) in H} cl[i,jl*x[i,j];

solve;

/% */

printf "\nCena ---> %d\n",sum{(i,j) in H} c[i,jl=*x[i,j] ;
printf(" { i j } cli,jl \n \n");

for {(i,j) in H: x[i,j] >0} printf " %4d %4d %6d\n",i,j,cli,jl;
printf "\n";

/% */
data;

O P WNDNDNERE -
DO U1 OO WO WwN
E R, R, NNMNNDERENR =&

end;

Teraz uz len stali spustit’ v prikazovom riadku rieSi¢ prikazom glpsol —math YLP.mod
a dostaneme nasledujuci vypis:

Reading model section from YLP.mod...

Reading data section from YLP.mod...

49 lines were read

Generating match...

Generating kernmel...

Generating obj...

Model has been successfully generated

ipp_basic_tech: 1 row(s) and 0 column(s) removed
ipp_reduce_bnds: 2 pass(es) made, 15 bound(s) reduced
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ipp_basic_tech: O row(s) and O column(s) removed
ipp_reduce_coef: 1 pass(es) made, 0 coefficient(s) reduced
glp_intopt: presolved MIP has 11 rows, 15 columns, 35 non-zeros
glp_intopt: 5 integer columns, none of which are binary

Scaling. ..

A: minlaij| = 1.000e+00 max|aij| = 6.000e+00 ratio = 6.000e+00
Problem data seem to be well scaled

Crashing. ..

Size of triangular part = 10
Solving LP relaxation...

0: obj = 6.000000000e+00 infeas = 1.000e+00 (1)
* 2: obj 5.000000000e+00 infeas 0.000e+00 (0)
* 9: obj = 3.000000000e+00 infeas 0.000e+00 (0)
OPTIMAL SOLUTION FOUND
Integer optimization begins...

+ 9: mip = not found yet >= -inf (1; 0
+ 21: >>>>>  4.000000000e+00 >=  3.333333333e+00 16.7% (9; 0)
+ 43: mip = 4.000000000e+00 >= tree is empty 0.0% (0; 27)
INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND

Time used: 0.0 secs

Memory used: 0.2 Mb (179625 bytes)

Cena ---> 4
{1 j ¥ cli,j]

1 3 1
2 4 2
5 6 1

Model has been successfully processed

Ak chceme experimentovat’ s roznymi inStanciami tlohy, potom sta¢i vytvorit textovy
sibor MWPM.dat, ktory obsahuje len datovu Specifikaciu t. j. data . . . end; a spustit’ prog-
ram glpsol —math YLP.mod —data MWPM.dat. Riesi¢ ma k dispozicii mnoZstvo dalSich
prepinacov, pomocou ktorych mdZeme menit’ volbu stratégii vetvenia, reznych nadrovin
atd.

5 Zaver

Nase experimenty s nastrojom GLPK rieSi¢a pre dlohy LP/MILP nés utvrdili v dobrej
skiisenosti s OSS. Studovany problém MWPM bol pomerne jednoduchy na formuléciu, ale
dostato¢ne obtiazny na rieSenie. Pri experimentdlnom hladani vhodného modelu sa nim
podarilo, vdaka dobre zdokumentovanému a stabilnému sofvéru, ziskat’ novi formuldciu
optimaliza¢nej dlohy, ktord vyuZiva pri rieSeni ideu celo¢iselného jadra ilohy MILP.



Stefan Pesko: Najlacnejéie Gplné parenie vo vieobecnych grafoch 103

Pod’akovanie

Tato praca vznikla s podporou grantovej agenttiiry VEGA v ramci rieSenia projektu 1/0135/08
,Optimaliza¢né problémy v logistickych a dopravnych systémoch®.

Literatara

[1] COOK, W. — ROHE, A.: 1999. Computing Minimum—Weight Perfect Matching. IN-
FORMS Journal on Computing, Vol. 11, No. 2, Spring, 1999

[2] MARKHORIN, A.: 2008. GNU Linear Programming Kit, Moscow : Reference Manual,
Verson 4.29, pp. 154, 2008

[3] PLESNIK, J.: 1983. Grafové algoritmy, Bratislava : VEDA, 1983

[4] PALUCH, S.-PESKO, S.: 2007. Kvantitativne metédy v logistike, Zilina : EDIS, 2007,
ISBN 80-8070-636-0,

[5] PESKO, S.: 2009. Minimum Integer Kernel for Integer Linear Programming, Mathe-
matical Programming, in preparation

Kontaktna adresa

Stefan PESKO (doc., RNDr., CSc.),

Katedra matematickych metéd, FRI ZU v Ziline, Univerzitnd 8215/1,
01026 Zilina,

stefan.pesko@fri.uniza.sk


mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk




Fakulta riadenia a informatiky
Zilinska univerzita

OTVORENY SOFTVER VO VZDELAVANI,
VYSKUME A V IT RIESENIACH

Zbornik prispevkov medzinarodnej konferencie
OSSConf 2009

2.-5. jula 2009
Zilina, Slovensko



