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V ANALÝZE REDISTRIBUČNÍCH SYSTÉMŮ
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Abstrakt. Matematický program Sage je volně dostupný software, který je určený pro
matematické výpočty a grafická znázorněnı́. Pomocı́ grafického rozhranı́ v internetovém
prohlı́žeči je nabı́zeno interaktivnı́ grafické uživatelské prostředı́, ve kterém lze s využitı́m
programovacı́ho jazyka Python řešit řadu matematických úloh. Hlavnı́m námětem této
práce je rozbor fungovánı́ a aplikace programu Sage při analýze redistribučnı́ch systémů.
Teorie redistribučnı́ch systémů spadá pod oblast teorie her a zkoumá rozdělovánı́ výplat
v systémech s vı́ce hráči. Práce je zaměřena na rozbor redistribuce výplat v systému se třemi
hráči, což lze s využitı́m programu Sage přehledně znázornit v trojrozměrném prostoru.

1 Úvod

Tento článek seznamuje s matematickým softwarem Sage, který je volně šiřitelný pod vše-
obecnou veřejnou licencı́ GNU (GNU General Public License). Vývoj tohoto open source
programu probı́há od roku 2005. Jde o software, který lze výhodně využı́t při matematických
výpočtech a jejich grafickém znázorněnı́. Představuje tak konkurenci drahým komerčnı́m
programům jako je napřı́klad Matlab, Maple a Mathematica [2]. V současné době je k dis-
pozici pro většinu platforem včetně Linux nebo Microsoft Windows. S programem Sage lze
pracovat bud’v textovém okně terminálu nebo použı́vat interaktivnı́ grafické rozhranı́ zobra-
zené v internetovém prohlı́žeči. Program Sage je tvořený v programovacı́m jazyce Python.
Jde o dynamický, interaktivnı́, objektově-orientovaný programovacı́ jazyk, který byl prvně
publikován v roce 1991. Python je vyvı́jen jako open-source projekt, stejně tak jako samotný
Sage [4].

2 Základy práce v matematickém programu Sage

Při zpracovávánı́ tohoto článku bylo použı́váno grafické rozhranı́ programu Sage zobrazené
v internetovém prohlı́žeči (přı́kazem sage -notebook v okně terminálu). Použita byla
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verze 4.4.2. Úvodnı́ uživatelská nabı́dka po přihlášenı́ do programu je ukázána na Obr. 1.
Úvodnı́ strana nabı́zı́ možnost výběru existujı́cı́ch pracovnı́ch sešitů (Active Worksheets)

Obrázek 1: Úvodnı́ strana programu Sage

nebo založenı́ nového sešitu (New Worksheet). Celková nabı́dka je uživatelsky velmi pře-
hledná a nabı́zı́ standardnı́ volby (ukládánı́ a nahrávánı́ souborů, odstraňovánı́ souborů,
přejmenovánı́ názvů souborů, převod souborů do textové podoby, možnosti sdı́lenı́ souborů,
aj.).

V pracovnı́m sešitě (Obr. 2) se přı́kazy zadávajı́ do jednotlivých fialových obdélnı́kových
polı́. V každé buňce může být i několik přı́kazů zároveň. Je možné psát každý nový přı́kaz
na nový řádek dané buňky nebo jednotlivé přı́kazy na jednom řádku oddělovat střednı́kem.
Hotový přı́kaz se spustı́ volbou evaluate nebo kombinacı́ kláves Shift + Enter. Tı́m se pod
polem s přı́kazem zobrazı́ bud’výsledek konkrétnı́ho výpočtu nebo se vygeneruje obrázek.
Pro ukládánı́ se použı́vá přı́kaz Save v pravé hornı́ liště, přı́padně přı́kaz Save & quit, který

Obrázek 2: Nový pracovnı́ sešit

konkrétnı́ pracovnı́ sešit uložı́ a uzavře. Při ukončenı́ práce je nutné odhlášenı́ z programu
Sage (Sign out) a následné použitı́ kláves Ctrl + C v terminálu.

Program Sage nabı́zı́ velmi podrobnou nápovědu, a to v různých podobách. Uživatelsky
nejvhodnějšı́ a nejpřehlednějšı́ je Sage Tutorial a Sage´s Reference Manual, které obsahujı́
všeobecné informace o jednotlivých funkcı́ch a velké množstvı́ přı́kladů [6]. V samotném
programu lze využı́t znak otaznı́ku umı́stěný za nějaký název objektu, který vypı́še o daném
objektu základnı́ informace, včetně informace o typu funkce, jejı́ syntaxi a uvádı́ přı́klad
použitı́. Přı́klad fungovánı́ této nápovědy je ukázán na Obr. 3 pro funkci implicit plot3d,
která byla v analýze redistribučnı́ho systému také použita.
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Obrázek 3: Nápověda k funkci implicit plot3d

3 Teorie redistribučnı́ch systémů

Teorie redistribučnı́ch systémů je aplikacı́ a rozšı́řenı́m oblasti teorie her. Redistribučnı́
systém je takový systém, ve kterém docházı́ k nějakému přerozdělenı́ odměn oproti výkonům,
které podali členové tohoto systému. Pokud docházı́ v systému k redistribuci prostředků mezi
členy, kteřı́ tento systém vytvářejı́, a tato redistribuce neodpovı́dá výkonům, které jednotlivı́
členové vykonali, snižuje se tı́m výkon celého systému. Výzkumu této oblasti se velmi
intenzivně věnuje vědecký kolektiv na Vysoké škole finančnı́ a správnı́ v Praze [1].

Model elementárnı́ho redistribučnı́ho systému, jak ho navrhuje Valenčı́k a Budinský [1],
zahrnuje pouze tři hráče A, B, C. Každý z těchto hráčů má stejný vliv na daný systém,
libovolnı́ dva hráči mohou vytvořit koalici, všechny koalice jsou možné a rovnoprávné
a všichni hráči jsou informováni o tom, jaká je jejich výkonnost. Výkonnost hráčů A,
B, C je ve stejném pořadı́ oceněna hodnotami 6 :4:2 (jednotka nenı́ pro účel zkoumánı́
redistribučnı́ho systému exaktně daná, může jı́t např. o tisı́ce peněžnı́ch jednotek).

Tento základnı́ model popisuje redistribučnı́ rovnice, která vyjadřuje snı́ženı́ efektivnosti
systému v důsledku odchylky výplat od výkonnosti. Rovnice popisujı́cı́ všechny možnosti
rozdělenı́ výplat je

x + y + z = 12−η

√
(x−6)2 +(y−4)2 +(z −2)2 (1)

kde x+y+z představuje součet skutečných výplat, hodnota 12 vyjadřuje maximálnı́ možnou
výplatu (6 + 4 + 2), koeficient η je koeficient snı́ženı́ výkonnosti systému (použı́vá se hodnota
η = 0.5; pokud je η = 0, tak redistribucı́ nedocházı́ ke snı́ženı́ efektivnosti).

Výraz pod druhou odmocninou představuje funkci prostorové vzdálenosti rozdělenı́
skutečných výplat od výplat podle výkonnosti hráčů.

Uvedenou elementárnı́ redistribučnı́ rovnici lze znázornit v trojrozměrném prostoru.
Vznikne tı́m redistribučnı́ plocha. Na této ploše ležı́ dva významné body, a to bod V rozdělenı́
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výplat podle výkonu (s hodnotou souřadnic [6, 4, 2]) a tzv. rovnostářský bod R (s hodnotou
souřadnic po zaokrouhlenı́ [3,51; 3,51; 3,51]), který popisuje takové rozdělenı́ výher, kdy
všichni tři hráči dostanou stejnou odměnu.

Model elementárnı́ho redistribučnı́ho systému umožňuje popis různých typů vyjednávánı́
a výsledky tohoto vyjednávánı́ zobrazovat jako vyjednávacı́ trajektorie na redistribučnı́ ploše.

Z pohledu teorie her je výše popsaná situace v redistribučnı́m systému hrou s nekon-
stantnı́m součtem třı́ inteligentnı́ch hráčů, ve kterých lze vytvářet koalice a je možné hrát
hru opakovaně.

4 Použitı́ programu Sage v analýze redistribučnı́ho systému

Pro zobrazenı́ redistribučnı́ plochy, jejı́ analýzu a výpočet významných bodů redistribuč-
nı́ho systému byl použit matematický program Sage. Sage znázorňuje obrázky programem
Jmol [3], který je v programovacı́m jazyce Java, a dı́ky tomu lze pomocı́ myši obrázky různě
otáčet a přibližovat, a tı́m lépe analyzovat celý objekt.

4.1 Znázorněnı́ elementárnı́ redistribučnı́ plochy

Pro znázorněnı́ plochy v trojrozměrném prostoru se obvykle použı́vá funkce plot3d. To lze
využı́t pouze tehdy, jestliže je hodnota z funkcı́ dvou proměnných x a y, tedy z = f (x,y).
Tuto podmı́nku bohužel nesplňuje rovnice elementárnı́ho redistribučnı́ho systému, protože
jde o funkci třı́ proměnných x,y,z. V důsledku toho se pro znázorněnı́ redistribučnı́ plochy
musı́ použı́t funkce implicit plot3d, která zobrazuje rovnici ve tvaru f (x,y,z) = 0 [5].
Povinnými vstupnı́mi argumenty přı́kazu je samotná znázorňovaná funkce a také rozměr os
x,y,z. Rozměr os lze zapsat bud’ trojicı́ údajů (x, xmin, xmax) nebo postačuje uvedenı́
minimálnı́ a maximálnı́ hodnoty na konkrétnı́ ose např. (xmin, xmax). Dále je možné
doplnit dalšı́ požadavky na podobu zobrazovaného objektu, a to např. barvu, zobrazenı́ os,
velikost a průhlednost objektu.

Zobrazenı́ popisků os v 3D prostoru ovšem nenı́ úplně nejsnazšı́. Prvnı́ možnostı́, která
je uvedena i v následujı́m přı́kladě je, že se popisky třı́ os znázornı́ jako textová pole, ovšem
každé toto textové pole se musı́ přesně umı́stit v souřadnicovém systému. Tento způsob nenı́
přı́liš praktický, protože při jakékoliv změně v obrázku se mohou popisky skrýt a znova se
musı́ hledat souřadnice, ve kterých je popisek osy vidět. Druhou možnostı́ je po vygenerovánı́
obrázku použı́t pravé tlačı́tko myši a zvolit Style/Axes. Tı́m se uprostřed nákresu barevně
zobrazı́ tři pomocné osy s popiskem. Přestože lze měnit barvu tohoto pomocného útvaru, tak
velmi snižuje přehlednost celého obrázku.

Pro zobrazenı́ popisků bodů v souřadnicovém systému jsem také použı́vala popisek typu
textové pole, pro jehož umı́stěnı́ se musı́ rovněž určit souřadnice. Na Obr. 5 jsou kromě
samotné redistribučnı́ plochy a popisků os znázorněny i dva významné body. Bod označený
pı́smenem V je bod rozdělenı́ výplat podle výkonnosti, kdy každý účastnı́k systému zı́ská
přesně tolik, kolik odpovı́dá jeho uskutečněnému výkonu. V tomto bodě je součet výplat
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Obrázek 4: Přı́kaz pro znázorněnı́ redistribučnı́ plochy, popisků os, bodů V a R

všech hráčů největšı́. Čı́m dále od tohoto bodu, tı́m vı́ce hodnota součtu výplat klesá. Bod
označený pı́smenem R je bod rovnostářského rozdělenı́ výplat, kdy všichni účastnı́ci daného
systému zı́skajı́ stejnou výplatu. Těmito dvěma body musı́ procházet každá redistribučnı́
plocha.

Obrázek 5: Redistribučnı́ plocha

4.2 Výpočet důležitých bodů redistribučnı́ plochy

Elementárnı́ rovnice redistribučnı́ plochy obsahuje odmocninu, což představuje významný
problém při matematických výpočtech v aplikaci Sage. Dosud jsem neobjevila jinou možnost
řešenı́, než si rovnici pro konkrétnı́ přı́klad umocnit a až potom zadávat upravený tvar rovnice.
Tento způsob nenı́ vůbec praktický a může s sebou nést i chyby vzniklé v průběhu ručnı́ho
výpočtu, včetně přı́padné chyby zaokrouhlovacı́.

Celkem jsem analyzovala a hledala souřadnice následujı́cı́ch bodů redistribučnı́ plochy:

• bodu R, který popisuje rovnostářské rozdělenı́ výplat v systému,
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• třı́ průsečı́ků redistribučnı́ plochy s osami souřadnic x,y,z (body Px,Py,Pz),

• třı́ důležitých bodů ležı́cı́ch v jednotlivých souřadnicových plochách (body X ,Y,Z).

Analýza bodu R, který popisuje rovnostářské rozdělenı́ výplat v systému

Tento bod popisuje takové rozdělenı́, kde všichni tři účastnı́ci dostanou stejnou výplatu
(x = y = z). Redistribučnı́ rovnice se proto vyjádřı́ jako funkce jediné proměnné x. Na Obr. 6
je vidět, že si Sage neporadil s vyřešenı́m rovnice obsahujı́cı́ odmocninu. Tvar rovnice pouze
částečně upravil, ale ponechal ve výrazu druhou odmocninu a také neznámou proměnnou x.
Následně jsem již zadávala umocněný a upravený formát rovnice. Umocněnı́m se bohužel
vždy zı́ská druhý kořen rovnice, který z hlediska jeho interpretace ve vztahu ke zkoumanému
objektu nenı́ správný. Správným kořenem rovnice je přibližná hodnota x = 3,51. Souřadnice
bodu R jsou tak [3,51;3,51;3,51]. Druhý kořen rovnice nenı́ správný, protože suma souřadnic
by převyšovala hodnotu 12, která je maximálnı́ možná, a kořen by nevyhovoval původnı́
redistribučnı́ rovnici.

Obrázek 6: Přı́kaz pro zjištěnı́ souřadnic rovnostářského bodu

Analýza průsečı́ků redistribučnı́ plochy s osami souřadnic

Pro průsečı́k redistribučnı́ plochy s osou z (bod Pz) platı́, že ostatnı́ souřadnice tohoto
průsečı́ku jsou nulové (x = y = 0). Tyto hodnoty se dosadı́ do rovnice redistribučnı́ plochy
a opět tı́m vznikne rovnice o jedné neznámé. Rovnice se musela nejprve umocnit a až potom
vyřešit programem Sage. Umocněnı́m rovnice vzniknou opět dva kořeny řešenı́, ale jeden
z kořenů nevyhovuje původnı́ elementárnı́ redistribučnı́ rovnici, což lze v programu Sage
ověřit. Stejný postup výpočtu byl použit i pro zbylé dva průsečı́ky Px a Py.
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Obrázek 7: Přı́kaz pro výpočet průsečı́ku redistribučnı́ plochy s osou z

Analýza důležitých bodů ležı́cı́ch v jednotlivých souřadnicových plochách

Jde o velmi významnou skupinu bodů, které jsou důležité při analýze vyjednávánı́ v redis-
tribučnı́ch systémech. Na Obr. 8 je uveden přı́kaz pro výpočet souřadnic bodu Z, který ležı́
v rovině xy, a tak je jeho z-ová souřadnice nulová.

Proměnná y se vyjádřı́ pomocı́ proměnné x (např. z rovnice y = ax a dosazenı́m souřadnic
bodu V = [6,4,2];4 = 6a;a = 2/3;y = 2/3x).

Elementárnı́ redistribučnı́ rovnice se vyjádřı́ jako rovnice jediné proměnné x. Vypočı́tané
hodnoty x1, x2 a y1, y2 se dosadı́ do původnı́ elementárnı́ redistribučnı́ rovnice, a tı́m
se zjistı́ správné kořeny dané rovnice, které jsou potom hledanými souřadnicemi bodu
Z. Všechny tyto vypočtené důležité body lze znázornit na redistribučnı́ ploše (přı́kaz pro

Obrázek 8: Přı́kaz pro výpočet souřadnic bodu Z, ležı́cı́ho v rovině xy
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zobrazenı́ Obr. 9, znázorněnı́ Obr. 10). Průsečı́ky s osami souřadnic jsou zobrazeny modrou
barvou, důležité body v jednotlivých souřadnicových plochách zelenou barvou.

Obrázek 9: Přı́kaz pro znázorněnı́ redistribučnı́ plochy a důležitých bodů

Obrázek 10: Redistribučnı́ plocha a důležité body

4.3 Znázorněnı́ pomocných vyjednávacı́ch rovin

Při analýze redistribučnı́ch systémů je velmi důležité sledovat různé typy vyjednávánı́ jed-
notlivých hráčů. Na redistribučnı́ ploše lze jednotlivé vyjednávacı́ trajektorie znázornit.
Základnı́ jsou tři vyjednávacı́ trajektorie při dohodě dvou hráčů o rozdělenı́ svých odměn
podle jejich výkonu. V této situaci si dva hráči dělı́ výplatu v poměru ke svým výkonům
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Obrázek 11: Přı́kaz pro znázorněnı́ redistribučnı́ plochy a jedné z pomocných rovin

a třetı́mu zůstane jen tolik, kolik mu ostatnı́ dva ponechajı́. Trajektorie tohoto vyjednávánı́
se protı́najı́ v jednom bodě, a to v bodě V se souřadnicemi [6, 4, 2]. Trajektorie začı́najı́
v bodech X ,Y,Z, které byly vypočteny, a končı́ v průsečı́cı́ch redistribučnı́ plochy s osami
souřadnic, tedy v bodech Px,Py,Pz. Pomocná rovina byla znázorněna s využitı́m funkce

Obrázek 12: Redistribučnı́ plocha a jedna z pomocných rovin

polygon3d. Základnı́m argumentem této funkce jsou body, které se majı́ spojit do jednoho
útvaru. Při zpracovánı́ této části jsem zjistila, že podoba výsledného útvaru záležı́ na pořadı́
bodů v zadánı́ přı́kazu, což může být významná komplikace při řešenı́ matematických úloh.
Vyjednávacı́ trajektorii tvořı́ společné body této pomocné roviny a redistribučnı́ plochy.

Všechny tři pomocné roviny rozdělı́ redistribučnı́ plochu na šest dı́lčı́ch oblastı́. Každá
pomocná rovina procházı́ bodem V , určujı́cı́m rozdělenı́ podle výkonu, a počátkem souřadni-
cového systému. Vyjednávacı́ trajektorie popisujı́cı́ situaci dělenı́ podle výkonu jsou celkem
tři. Každou z trajektoriı́ lze zı́skat jako průsečnici redistribučnı́ plochy a pomocné roviny
tak, jak je ukázáno na Obr. 14.



144 Konferencia OSSConf 2010

Obrázek 13: Přı́kaz pro zobrazenı́ vyjednávacı́ch trajektoriı́

Obrázek 14: Vyjednávacı́ trajektorie na redistribučnı́ ploše

Závěr

Matematický program Sage se ukázal být velmi vhodným softwarem pro grafické znázorněnı́
redistribučnı́ch systémů. Práce v grafickém rozhranı́ je uživatelsky velmi přı́jemná. Syntaxe
přı́kazů je logická. Realizace některých matematických operacı́ a popisků grafických ob-
jektů nebyla uživatelsky úplně jednoduchá, ale to může být i tı́m, že jsem doposud možná
neobjevila všechny dostupné funkce a možnosti programu. Rovněž se na vývoji programu
Sage neustále pracuje, a tak je pravděpodobné, že se systém stane ještě dokonalejšı́m.

V přı́padě redistribučnı́ch systémů je tato práce pouhým úvodem k jejich rozboru. S vy-
užitı́m programu Sage je vhodné zkoumat různé typy vyjednávacı́ch trajektoriı́, vliv tvorby
koalic mezi účastnı́ky na možnost ovlivněnı́ redistribuce a hledánı́ rovnovážných situacı́.
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