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Abstrakt. Přı́spěvek se zabývá modelovánı́m pohybu vozidel v sı́ti linek MHD pomocı́
Petriho sı́tı́. V úvodu je uveden význam problému tvorby sı́tě linek MHD a motivace využitı́
nástroje Petriho sı́tı́. Následuje teoretická analýza včetně základnı́ koncepce a rozdělenı́
Petriho sı́tı́. Pomocı́ P/T Petriho sı́tı́ je nastı́něno řešenı́ konkrétnı́ho přı́kladu.

1 Úvod

Městská hromadná doprava zaujı́má v dopravnı́ soustavě každého státu nezastupitelnou
funkci z hlediska každodennı́ mobility obyvatelstva. Při jejı́m plánovánı́ je žádoucı́ zabývat
se kromě tvorby tras linek také modelovánı́m pohybu vozidel v navržené sı́ti, což může
souviset s hledánı́m optimálnı́ varianty provozu.

V rámci procesu optimalizace MHD v tuzemsku i zahraničı́ existujı́ matematické modely
na tvorbu systémů linek MHD, které využı́vajı́ pokročilé metody operačnı́ho výzkumu.
K rozhodnutı́, které linky vybrat tak, aby byla pokryta poptávka cestujı́cı́ch a určit jaký počet
vozidel je třeba přiradit linkám, je využı́vána např. metoda PRIVOL (Přiřazenı́ Vozidel
Linkám), která patřı́ mezi úlohy lineárnı́ho programovánı́ [1], [2].

K dalšı́m nástrojům, které jsou předmětem zájmu široké vědecké komunity, patřı́ také
Petriho sı́tě. Petriho sı́tě se dostaly do popředı́ zájmu v souvislosti s aplikacemi pro mode-
lovánı́ a teoretické zkoumánı́ distribučnı́ch a paralelnı́ch systémů, jako jsou komunikačnı́
protokoly, počı́tačové sı́tě či databázové systémy. V rámci modelovánı́ v oblasti dopravy se
hovořı́ předevšı́m o barevných Petriho sı́tı́ch.

2 Motivace

Petriho sı́tě představujı́ významný formalismus pro modelovánı́ diskrétnı́ch systémů, který
spojuje výhody srozumitelného grafického zápisu a možnosti simulace s dobrou formálnı́
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analyzovatelnostı́. Srozumitelnost a analyzovatelnost Petriho sı́tı́ je dána jejich jednodu-
chostı́. Model je popsán mı́sty (places), která obsahujı́ stavovou informaci ve formě značek
(tokens), přechody (transmisions), které vyjadřujı́ možné změny stavu a hranami (arcs), pro-
pojujı́cı́mi mı́sta a přechody navzájem. Existuje celá řada typů Petriho sı́tı́ a jejich speciálnı́ch
podtřı́dy, až po vysokoúrovňové (High-Level Petri nets) a barevné sı́tě [5].

Existence různých variant Petriho sı́tı́ souvisı́ se snahou zvyšovat modelovacı́ schopnosti
a úroveň popisu modelu (přiblı́žit přı́slušný formalismus modelovaným skutečnostem) a při-
tom zachovat konceptuálnı́ jednoduchost, která je pro Petriho sı́tě přı́značná. Obecně platı́,
že vyššı́ typy Petriho sı́tı́ jsou poněkud hůře analyzovatelné, poskytujı́ však vyššı́ komfort
při modelovánı́.

Uplatněnı́ Petriho sı́tı́ je značně široké, v oblasti dopravy však použı́vánı́ Petriho sı́tě
doposud jako modelovacı́ho, resp. optimalizačnı́ho nástroje přı́liš nerozšı́řilo. Smyslem je
tedy zkoumat, zda Petriho sı́tě nemohou určitým způsobem přispět k řešenı́ některých op-
timalizačnı́ch problémů v dopravě, přı́padně odstranit některé nevýhody v současnosti po-
užı́vaných řešı́cı́ch nástrojů. V předloženém článku bude pomocı́ Petriho sı́tě prezentován
pohyb vozidel v linkové sı́ti MHD (obecně však jakékoliv sı́ti linek).

3 Petriho sı́tě

Jak je uvedeno např. v [3], využı́vajı́ Petriho sı́tě ke své výstavbě následujı́cı́ koncept.
Parciálnı́ stavy systému jsou modelovány mı́sty a možné jevy, které jsou aktivátorem

změny, jsou definovány přechody. Okamžitý stav systému je definován umı́stěnı́m značek
(tokens) v mı́stech, což se v grafu Petriho sı́tě vyjadřuje tečkami v mı́stech. Přı́tomnost
tokenu v mı́stě modeluje skutečnost, že daný stav je momentálně aktuálnı́. Každý přechod
má definována vstupnı́ a výstupnı́ mı́sta, což je v grafu Petriho sı́tě vyjádřeno orientovanými
hranami mezi mı́sty a přechody. Tı́m je dáno, které aspekty stavu systému podmiňujı́ výskyt
odpovı́dajı́cı́ události (provedenı́ přechodu), a které aspekty stavu jsou výskytem této události
ovlivněny.

Pro každý přechod jsou definovány vstupnı́ a výstupnı́ podmı́nky. Přechod může být
proveden pouze v přı́padě, že všechna jeho vstupnı́ mı́sta obsahujı́ značky, tj. má splněny
všechny vstupnı́ podmı́nky. Provedenı́m přechodu se odstranı́ značky ze vstupnı́ch mı́st
(vstupnı́ podmı́nky přestanou platit) a umı́stı́ se nové značky do výstupnı́ch mı́st (uplatnı́
se výstupnı́ podmı́nky). Provedenı́ přechodu je atomická operace, která odpovı́dá výskytu
události.

K modelovánı́ provozu bude v předloženém článku využito P/T Petriho sı́tı́, které patřı́
k základnı́m Petriho sı́tı́m. P/T Petriho sı́t’je tvořena následujı́cı́mi objekty:

• mı́sty (places), graficky reprezentovanými kružnicemi,

• přechody (transitions), graficky reprezentovanými obdélnı́ky, orientovanými hranami
(arcs), graficky reprezentovanými šipkami směřujı́cı́mi od mı́st k přechodům nebo od
přechodů k mı́stům,
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• udánı́m kapacity (capacity indications) pro každé mı́sto sı́tě, tj. přirozeného čı́sla
udávajı́cı́ho maximálnı́ počet tokenů, který se může v mı́stě nacházet,

• udánı́m váhy (weights) pro každou hranu sı́tě, tj. přirozeného čı́sla udávajı́cı́ho násob-
nost hrany,

• udánı́m počátečnı́ho značenı́ (initial marking), udávajı́cı́ho počet tokenů pro každé
mı́sto sı́tě.

Změny stavů (značenı́) P/T Petriho sı́tě jsou charakterizovány následujı́cı́mi pravidly:

• stav sı́tě je určen značenı́m, tj. počtem tokenů v každém mı́stě,

• mı́sto p patřı́ do vstupnı́ množiny (pre-set) přechodu t, jestliže z mı́sta p vede hrana
do přechodu t a mı́sto p patřı́ do výstupnı́ množiny (post-set) přechodu t, jestliže
z přechodu t vede hrana do mı́sta p,

• přechod t je proveditelný (enabled, activated), jestliže:

– pro každé mı́sto p vstupnı́ množiny přechodu t platı́, že obsahuje alespoň tolik
tokenů, kolik činı́ násobnost hrany vedoucı́ z mı́sta p do přechodu t,

– pro každé mı́sto p výstupnı́ množiny přechodu t platı́, že počet tokenů obsažených
v mı́stě p zvětšený o násobnost hrany, mı́řı́cı́ z přechodu t do mı́sta p, nepřevyšuje
kapacitu mı́sta p,

• při provedenı́ (firing) proveditelného přechodu t se změnı́ stav (značenı́, marking) sı́tě
takto:

– počet tokenů v každém vstupnı́m mı́stě p přechodu t se zmenšı́ o násobnost hrany
spojujı́cı́ toto mı́sto s tı́mto přechodem

– počet tokenů v každém výstupnı́m mı́stě p přechodu t se zvětšı́ o násobnost hrany
spojujı́cı́ toto mı́sto s tı́mto přechodem

Vstupnı́ a výstupnı́ podmı́nky přechodů specifikujı́ počty odebı́raných/umı́st’ovaných značek.
V grafu Petriho sı́tě se to vyjádřı́ ohodnocenı́m orientovaných hran do/z přechodu. Přı́klad
změny stavu je znázorněn na obr. 1. V P/T Petriho sı́tı́ch podle obvyklých zásad mı́sta
označujı́ stavy modelovaného systému a přechody změny stavu. Stav je charakterizován
celým nezáporným čı́slem daným značenı́m daného mı́sta (počtem tokenů v daném mı́stě).
Při modelovánı́ počı́tačových dějů, jedná se např. o počty jednotek volné nebo obsazené
paměti (např. bufferu), o počty jednotek disponibilnı́ch nebo využı́vaných zdrojů různého
typu apod..

Implicitně předpokládáme násobnost hrany 1 a kapacitu mı́sta nekonečnou. Násobnost
jednoduchých hran (w = 1) a kapacitu kapacitně neomezených mı́st (k = ∞) na grafech
Petriho sı́tı́ nenı́ nutné uvádět, předevšı́m kvůli většı́ přehlednosti.

Speciálnı́m přı́padem P/T Petriho sı́tı́ jsou C/E Petriho sı́tě, což jsou P/T Petriho sı́tě
ve kterých je kapacita každého mı́sta a násobnost každé hrany rovna 1.
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Obrázek 1: Přı́klad změny stavu po provedenı́ přechodu v P/T Petriho sı́ti

4 Petriho sı́tě vyššı́ úrovně

Základnı́ typy Petriho sı́tı́ byly postupně obohacovány a zobecňovány tak, aby schopnost
tohoto modelovacı́ho nástroje vyhověla praktickým potřebám. Dalšı́mi typy Petriho sı́tı́
vzniklými rozšı́řenı́m P/T sı́tı́ jsou:

• Petriho sı́tě s inhibičnı́mi hranami (P/T PN with inhibitors),

• Petriho sı́tě s prioritami (P/T PN with priorities),

• Časované Petriho sı́tě (Timed PN),

• Barevné Petriho sı́tě (Coloured PN),

• Hierarchické Petriho sı́tě (Hierarchical PN),

• Objektové Petriho sı́tě (Object-Oriented PN).

5 Specializovaný software pro sestavenı́ Petriho sı́tě

Při vytvářenı́ Petriho sı́tě a následnou simulaci je nutné využı́t specializovaný software.
V následujı́cı́ části budou popsány specializované software Snoopy a Pipe2, protože byly
použity k řešenı́ koordinace linek MHD s využitı́m Petriho sı́tı́.

5.1 Software Snoopy

Spuštěnı́m software Snoopy se zobrazı́ kromě základnı́ho okna také nabı́dka Petriho sı́tı́ a po
zvolenı́ zamýšlené Petriho sı́tě se zobrazı́ obrazovka obsahujı́cı́ menu a pracovnı́ prostor.
V pracovnı́m prostoru (viz. obr. 2) se postupně vytvářı́ Petriho sı́t’prostřednictvı́m položek,
které se nacházejı́ v menu. Kromě sestavenı́ prvků Petriho sı́tě je možné definovat přı́slušné
parametry, u každého mı́sta lze definovat název, značenı́, komentář a grafickou podobu,
u každého přechodu lze definovat název, komentář a grafickou podobu, pro každou hranu
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lze definovat násobnost, komentář a grafickou podobu. Prostřednictvı́m položky Start Anim-
mode, která je součástı́ menu, se v pracovnı́m prostoru spouštı́ simulace sestavené Petriho
sı́tě. V rámci simulace se po hranách přesunujı́ čeveně zbarvené tokeny a měnı́ se počty
tokenů v přı́slušných mı́stech.

Obrázek 2: Pracovnı́ prostor v software Snoopy

5.2 Software Pipe2

Spuštěnı́m software Pipe2 se zobrazı́ obrazovka obsahujı́cı́ menu, pracovnı́ prostor a rozšı́-
řenou analýzu Petriho sı́tı́. K vytvořenı́ Petriho sı́tě sloužı́ pracovnı́ prostor (viz. obr. 3), do
kterého se prostřednictvı́m položek z menu vkládajı́ jednotlivé prvky Petriho sı́tě. V přı́padě,
že se prvky Petriho sı́tě nacházejı́ v pracovnı́m prostoru je možné definovat jejich parametry,
u každého mı́sta lze definovat název, značenı́ a kapacitu, u každého přechodu lze definovat
název, sazbu a časovánı́, pro každou hranu lze definovat násobnost. Prostřednictvı́m položky
Animate, která je součástı́ menu, se v pracovnı́m prostoru spouštı́ simulace sestavené Pet-
riho sı́tě. Při simulaci se měnı́ počty tokenů v přı́slušných mı́stech a nedocházı́ k viditelnému
přesunu tokenů po hranách.
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Obrázek 3: Pracovnı́ prostor v software Pipe2

6 Aplikace P/T Petriho sı́tě na řešenı́ úlohy o modelovánı́ koor-
dinace linek MHD

Jednı́m ze způsobů řešenı́ uvedeného problému je graficky založený model, kdy přechody
představujı́ zastávky, mı́sta jı́zdu vozidla mezi zastávkami a tokeny představujı́ vozidla.

Nı́že uvedený graficky založený model vycházı́ z předlohy fiktivnı́ dopravnı́ sı́tě s okruž-
nı́m systémem tras linek MHD, které majı́ společnou přestupnı́ zastávku v centru. Schéma
sı́tě linek MHD modelové sı́tě je znázorněno na obr. 4. Celkový počet zastávek v sı́ti činı́
25, linka č. 1 obsluhuje 9 zastávek, linka č. 2 obsahuje 11 zastávek a linka č. 3 zahrnuje
7 zastávek. Čı́sla přiřazená jednotlivým hranám reprezentujı́ čı́slo linky, která přı́slušnou
trasu obsluhuje.

Pro potřeby modelovánı́ problému nástroji Petriho sı́tı́ se bude každá linka Li skládat
z posloupnosti přechodů (xi1,xi2, . . . ,xi j) a mı́st, která jsou spojeny hranami, jak je uvedeno
na obr. 5. Jednotlivé přechody reprezentujı́ zastávky, přechod xi1 je výchozı́ zastávkou,
xi5 představuje přestupnı́ zastávku. Přechody xip a xio představujı́ propojenı́ přestupnı́ch
zastávek. Mı́sta yij mezi těmito přechody představujı́ pohyb vozidel mezi zastávkami. Mı́sta
označená pi spojujı́ linky Li a Li+1. Jejich prostřednictvı́m je možné modelovat pohyb
cestujı́cı́ch, kteřı́ chtějı́ přestoupit mezi dvěma spoji dvou linek.

Tokeny v Petriho sı́ti budou mı́t dva významy. Jednak budou modelovat pohybujı́cı́ se
vozidlo a potom také skupiny cestujı́cı́ch, kteřı́ budou v přestupnı́m uzlu přestupovat. V přı́-
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Obrázek 4: Předlohová dopravnı́ sı́t’MHD

padě mı́sta pi představuje token všechny cestujı́cı́ čekajı́cı́ na přestupnı́ zastávce. V modelu
dopravnı́ sı́tě MHD se mohou vyskytovat různé varianty, bud’ je aktivován přechod repre-
zentujı́cı́ přestup cestujı́cı́ho na spoj jiné linky nebo je aktivován přechod, který představuje
že cestujı́cı́ nepřestupuje na spoj druhé linky.

Vzhledem k tomu, že v Petriho sı́ti přechody xip a xio představujı́ propojenı́ přestupnı́ch
zastávek a nereprezentujı́ zastávky bude počet přechodů na jednotlivých linkách v mo-
delu dopravnı́ sı́tě MHD o 2 přechody vyššı́ než je počet zastávek na jednotlivých linkách.
To znamená, že celkový počet přechodů na jednotlivých linkách bude činit 33. Přestupy ces-
tujı́cı́ch modelujı́ v navržené Petrino sı́ti specifické komponenty. Přı́klad takové komponenty
je uveden na obr. 6.

V přı́padě, že cestujı́cı́ budou požadovat přestoupit mezi dvěma spoji dvou linek, bude
tento požadavek znázorněn setrvánı́m tokenu ve vstupnı́m mı́stě pi představujı́cı́m všechny
cestujı́cı́, kteřı́ chtějı́ přestoupit. To znamená, že v přı́padě výskytu tokenu ve druhém vstup-
nı́m mı́stě yi4 bude splněna vstupnı́ podmı́nka pro provedenı́ přechodu xip a dojde k jeho
aktivaci. V přı́padě požadavku na přestup bude tedy zajištěna provázanost s odjezdem au-
tobusu na přestupnı́ zastávce prostřednictvı́m přechodu xip, který bude aktivován pouze
vpřı́padě splněnı́ vstupnı́ch podmı́nek.

Jestliže cestujı́cı́ nebudou potřebovat přestoupit, bude aktivován přechod oi a v mı́stě pi

se nebude vyskytovat token reprezentujı́cı́ přestupujı́cı́ cestujı́cı́. V přı́padě výskytu tokenu
v mı́stě yi4 znázorňujı́cı́ vozidlo tak bude splněna jediná vstupnı́ podmı́nka přechodu xio
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Obrázek 5: Grafické znázorněnı́ Petriho sı́tě pro řešený problém

Obrázek 6: Fragment modelu Petriho sı́tě znázorňujı́cı́ požadavek přestup

a dojde k jeho aktivaci. Tato situace je znázorněna na fragmentu dopravnı́ sı́tě MHD na
obr. 7.

K modelovánı́ Petriho sı́tı́ se obecně využı́vá specializovaných software, např. Sno-
opy, Pipe2. Provedenı́ simulace umožňuje pozorovat chovánı́ navrženého modelu a možné
konflikty. Na základě zjištěných skutečnostı́ je pak možné změnit konfiguraci modelu. V přı́-
padě modelu dopravnı́ sı́tě MHD v Petriho sı́ti se může jednat o modelovánı́ návaznosti
na přestupnı́ch zastávkách.

Postup při potřebě využitı́ Petriho sı́tı́ je tedy následujı́cı́. V prvnı́ řadě je třeba sesta-
vit podle zvolené koncepce Petriho sı́tı́ model v Petriho sı́ti. Každá Petriho sı́t’ se skládá
z posloupnosti přechodů a mı́st spojených orientovanými hranami. Prostřednictvı́m oriento-
vaných hran se znázornı́ logické vazby mezi objekty, které jsou vzájemně ovlivněny. K tomu,
aby bylo možno modelovat pohyb vozidel, je nutné před začátkem simulace do některého
mı́sta na každé lince umı́stit token představujı́cı́ vozidlo. Token reprezentujı́cı́ cestujı́cı́, kteřı́
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Obrázek 7: Fragment modelu Petriho sı́tě bez požadavku na přestup

potřebujı́ přestoupit vznikne rozdělenı́m tokenu představujı́cı́ho vozidlo, který vstoupı́ do
přechodu xi5 – přestupnı́ zastávky ze kterého vycházejı́ dvě orientované hrany.

7 Závěr

Předmětem článku je modelovánı́ koordinace linek MHD s využitı́m Petriho sı́tı́. V prvnı́
části je seznámenı́ s nástrojem Petriho sı́tı́ včetně koncepce a popsány software umožňu-
jı́cı́ sestavenı́ Petriho sı́tě. Sestavovánı́ Petriho sı́tě v software Snoopy a Pipe2 je shodné,
protože oba software využı́vajı́ pro sestavenı́ Petriho sı́tě pracovnı́ prostor, do kterého se
prostřednictvı́m položek z menu vkládajı́ jednotlivé prvky Petriho sı́tě. Rozdı́l mezi software
nastává v přı́padě definovánı́ vlastnostı́ prvků, protože definovánı́ kapacity mı́st a časovánı́
přechodů umožňuje pouze software Pipe2. Z hlediska simulace docházı́ ke změnám počtu
tokenů v přı́slušných mı́stech při použitı́ obou software, přičemž při použitı́ software Snoopy
docházı́ navı́c k viditelnému přesunovánı́ zvýrazněných tokenů po hranách.

Ve druhé části je vytvořen zjednodušený model dopravnı́ sı́tě MHD v Petriho sı́ti, ve
kterém přechody reprezentujı́ zastávky, mı́sta jı́zdu vozidla mezi zastávkami a tokeny před-
stavujı́ autobusy, přı́padně skupiny přestupujı́cı́ch cestujı́cı́ch. V rámci řešené problematiky
se jedná např. o modelovánı́ pohybu vozidel v sı́ti linek MHD a zajištěnı́ koordinace spojů na
přestupnı́ch zastávkách. Petriho sı́tě by tak v budoucnu mohly být využı́vány při hodnocenı́
návrhu dopravnı́ sı́tě MHD.

V přı́padě výše uvedeného modelu došlo k určitému zjednodušenı́, v reálném provozu
je totiž třeba zohlednit intenzity přepravnı́ho proudu, počty a kapacity vozidel, doby oběhů
vozidel na jednotlivých linkách. Při návrhu odpovı́dajı́cı́mu reálnému provozu bude vhodné
uplatnit pro sestavenı́ a následnou simulaci software Pipe2, protože vykazuje lepšı́ modelo-
vacı́ schopnosti.
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